Chapitre 2 wicky-math.fr.nf Suites et récurrence

[ Exercices : Suites et récurrence )

Exercice 1. 2008 (5 points)

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A
On considére 'ensemble (E) des suites (z,,) définies sur N et vérifiant la relation suivante :
pour tout entier naturel n non nul, z,,4+1 — x, = 0,242, _;.

1. On considére un réel A non nul et on définit sur N la suite (¢,,) par ¢, = A\".
Démontrer que la suite (¢,) appartient & lensemble (E) si et seulement si A est solution de I’équation
A2 —)X—-0,24=0.
En déduire les suites (t,,) appartenant a I’ensemble (E).

On admet que (E) est I'ensemble des suites (u,,) définies sur N par une relation de la forme :
un = a(1,2)" + 5(—0,2)" o « et [ sont deux rels.

2. On consideére une suite (u,) de 'ensemble (E).

Déterminer les valeurs de « et (3 telles que ug = 6 et u; = 6,6.

39 3
—(1,2)" + =(-0,2)".
—(1,2)" +2(-0,2)

En déduire que, pour tout entier naturel n, u, =

3. Déterminer lim wu,.

n—-+o0o

Partie B On considére la suite (vy,) définie sur N par :
vg = 6 et, pour tout entier naturel n, v,4+1 = 1,4v, — 0, 051;72I

1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 1,4z — 0, 0522
(a) Etudier les variations de la fonction f sur lintervalle [0; 8].
(b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < v, < vp41 < 8.

2. En déduire que la suite (v,) est convergente et déterminer sa limite £.
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) Solutions :
Partie A
1.
(tn) € (E) — tha1 —tn = 0,248,
<= APtL 2\ =0, 24\ 1
= AN =X —0,24)=0
= A -)1-0,24=0 en effet A # 0 <= A\""1 £0

Remarque : Il est bien clair que A1 x A2 = \»71+2 = \»*+1 ainsi que A" 7! x A = A1 = A" Les
suites (t,) € (F) vérifient donc ’équation :

A —-2—0,24=0
A=1+4x0,24 et donc

MZLQ ot tz:ﬂ:_o,g
2a 2a

1=
Il y a donc deux suites (£,) qui appartiennent & ’ensemble (E) :
th,=1,2" et t, =(-0,2)"
2. Comme (uy,) € (E) et comme ug =6 on a :
a+8=6

De plus comme u; = 6,6 on a aussi :
1,200 — 0,26 =16,6

Il s’agit de résoudre le systeme :

O[+ﬁ:6 — 0426—6 PN 0626—6 6 5
1,200 — 0,26 =6,6 1,2(6 — 8) — 0,28 =6,6 _1’45:6’6_7’2:_076‘:>ﬁzﬂ:§
3 39
a=6-—2°=""
— 3 7
b=
Par conséquent
39 3
= 22(1,2)" + 2(—0,2)"
un = 21,2+ 3(-0,2)
3. Comme lim 1,2" =4ooet lim (—0,2)" =0 on en déduit immédiatement que :

n—-+o0o n—-+oo

lim wu, = +oco
n—-+4oo
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‘ Solutions :
Partie B

1. (a) On a, pour tout z € R :
fl(x)=1,4-0,1z

3

fllz) >0« 1,4 > 0,1z <= z < 01 = 14 Par conséquent f est strictement croissante sur
[0;8].

(b) Notons Z(n) : 0 < v, < vp41 <8
— Initialisation : pour n =0, ona vy =6 et v1 = 1,4 X vg — 0,05 X vg = 6,6 et on a bien :

)

0<vg<wv <8

P est vraie au rang 0.
— Hérédité : Supposons que & soit vraie pour un certain n et montrons que & est vraie au rang

n 4+ 1.
D’apres ’hypotheése de récurrence on a :

0<v, <vny1 <8
Comme la fonction f est strictement croissante sur [0; 8] on a :
f(O) < .f(vn) < f(anrl) < f(8) <= 0< vpy1 < Upg2 <8

La propriété & est donc vraie au rang n + 1, elle est donc héréditaire, par conséquent : pour
tout entier naturel n, 0 < v, < vp41 < 8.

2. La suite (v,) est croissante et majorée d’apres la question précédente, par conséquent elle est conver-
gente. Notons ¢ sa limite. De plus, comme v, 1 = 1,4v, —0,05v2, lorsque n tend vers +oo on obtient :

0 =1,40 —0,050% <= 0,05 — 0,40 = 0 <= 5% — 400 = 0 <= 50({ - 8) =0

Deux possibilités soit, 5/ = 0 <= £ =0, soit £ — 8 = 0 <= ¢ = 8 Or, comme vy = 6 et comme la suite
(vn) est croissante on a nécessairement :

Uy, > 6 Vn € N
et par passage a la limite : £ > 6, par conséquent :

{=8<«—= lim v, =28

n—-+o0o
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Exercice 2. 2009 (5 points)
1. Soit (uy,) la suite définie par ug = 0, u; = 3 et pour tout nombre entier naturel n,
3 1
Un42 = iunJrl - iun

(a) Calculer ug, uz et ug.
(b) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, wu,+1 = Un + 3.

(c) Sur la figure ci-dessous, sont tracées, dans un repére orthonormal les droites d’équation respectives y = z
1
et y= 5:1: + 3.
A partir de ug, en utilisant ces deux droites, on a placé u; sur 'axe des abscisses. De la méme manieére

placer les termes usy, us et uy.
Que peut-on conjecturer sur les variations et la convergence de cette suite ?

2. Soit (vy,) la suite définie, pour tout nombre entier naturel n, par v,, = u,, — 6.
(a) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
(b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

(¢) En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

1
3. Soit (wy,) la suite de premier terme wy et telle que, pour tout nombre entier naturel n,w,41 = §wn + 3.

On suppose que wy est strictement suprieur 6.
Les suites (uy,) et (w,) sont-elles adjacentes ? Justifier.
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@ Solutions :
9 27 3 21 6 21
1. a = — et = —— = — —— =—_enfi
(@) uz =g etus =0 =5 =7 — 3= 3 cnfin
63 9 63—18 45
Up —= — — — — = —
T8 4 8 8
1
(b) Notons Z(n) : upy1 = 5 Un +3
1
— Initialisation : pour n =0 on a : —ug + 3 = 3 = uy ce qui prouve la & au rang 0.
— Hérédité : Supposons que & soit vraie pour un certain n et montrons que & est vraie au rang
n 4+ 1.
D’apres ’hypothese de récurrence on a :
1 1
Upt1 = Eun+3<:> 5un =Upt1 — 3 <= Up = 2Upy1 — 6
On veut montrer que :
1
Un+2 = §Un+1 +3
Or, on sait que :
3 1 3 1 3 1
Un+2 = §Un+1 - gun - iunJrl - 5(2un+1 - 6) - §Un+1 — Un+1 — 3= §Un+1 -3
Par conséquent & est vraie au rang n + 1, ce qui prouve que la propriété & est héréditaire et
donc que :
1
Up41 = §un + 3, Vn € N
(c) Le tracé est réalisé en derniére page. On conjecture que la suite (u,) est croissante et converge
vers 6
2. (a) Pour tout n € Non a :

Un+1 = Un+1 — 6
1
1
1
- 3 (upn — 6)
1
= §’Un
Ainsi la suite (vy,) est géométrique de raison 3 et de premier terme vy = —6.
1
(b) Comme (vy,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = —6, on a :
1 n
Vn eN vn_—6><<§)

Par conséquent on a :

1 n
Vn € N un—vn+6——6><<§) +6

1
(c) CommeO<§<1ona:

lim (%) =0= lim v,=0=— lim u, =6

n—-+o0o n—-+4oo n—-+4oo
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‘ Solutions :

3. Etudions le sens de variation de la suite (wy,). En observant le graphique ci-dessous on conjecture que
la suite (w,) est décroissante. Montrons le par récurrence.
Notons Z(n) : 6 < wpy1 < Wy

1
— Initialisation : wy > 6, dans ce cas wy; = Ewo +3et:

1
wl—w0=—§w0+3
Or:

wo > 6

1
<~ —§w0<—3

1
<— —§w0+3<0
<~ w; —wy<0
<— wy < wo

1
De plus, w; > = x 6 + 3 = 6, donc la propriété & est vraie au rang 0.

— Hérédité : Supposons que &2 soit vraie pour un certain n et montrons que & est vraie au rang n + 1.
D’apres ’hypotheése de récurrence on a

6 < wpi1 < wy

On veut monter que :
Wn+2 < Wpt1

Or : ) .
Wp42 — Wptl = Ewn-rl +3—wp1 = _§wn+1 +3
Or:
Wp41 > 6
L <=3
——w, _
92 +1

2

=
1

= ——Wp4+1+3<0

= Wpq2 — Wpy1 <0

<~ Wpy2 < Wpii

1
De plus, wp4+2 > 3 X 6+ 3 = 6, donc la propriété & est vraie au rang n+ 1, elle est donc héréditaire,

par conséquent pour tout n € Non a :
6 < wpt1 < wy

ce qui prouve que la suite (w,,) est décroissante et minorée.
Par conséquent la suite (w,) est convergente vers un réel ¢ qui vérifie (on passe & la limite dans

lexpression w11 = §wn +3:

1 1

Par conséquent

lim %, —w,=6—-6=0
n—-+4oo
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) Solutions :
Montrons que la suite (u,,) est croissante. Comme pour w, on obtient :

Up41 — Un = __un+3

2

1
Or —57 +3>0<=z <6, Vz € R Il faut donc montrer que u,, < 6 pour tout n € R. Pour cela notons

P(n):u, <6
— Initialisation : La propriété &2 est trivialement vraie au rang 0 puisque ug = 0.
— Hérédité : Supposons que u, < 6 et montrons que 4,41 < 6 :

Uy < 6
1
<= —Up < 3
2
1
= §u"+3<6
= Upt1 < 6

P est vraie au rang n + 1, & est donc héréditaire, par conséquent (u,) est une suite croissante.
Au final on a :

1. (uy) est /
2. (wp) est \,

3. lim wu, —w,=0
n—-+o0o

ce qui montre que les suites (u,) et (w,) sont adjacentes.

Uh femmre e
Us b s Cy

Uz b o :

0 7 o U1 U2 U3U4

Remarque : La derniere question de cette annale est une question monstre, il faut pour y répondre faire
beaucoup de chose sans étre guidé. De plus je trouve cet exercice extrémement mal posé, ce qui est tres étonnant
quand on sait que pour concevoir un examem aussi important que le BAC plusieurs inspecteurs et enseignants
réfléchissent au sujet. En effet la question 2. n’est pas jusfitié car trouver la limite de la suite (u,) est évident dés

1
qu’on sait que U1 = 3 ln + 3. De plus la question 2.(c¢) suggére de montrer que la suite (u,,) est convergente avant
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de déterminer sa limite (i.e de montrer que (u,) est croissante et majorée) alors que déterminer sa limite montre
qu’elle est convergente (et de toute facon on est obligé de déterminer sa limite). Enfin ces deux suites adjacentes ne
présentent que peu d’intérét puisqu’on sait tres bien déterminer leur limite commune.
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