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LECON 2

Récurrence et suites

Résumé

Méme si elles ne constituent qu’un cas particulier des fonctions numeériques (celles définies sur I < N), les suites
méritent une étude a part entiére car elles jouent un réle extrémement important a la fois en mathématiques et
en physique. Aprés quelques rappels, nous approfondirons les notions vues en premiéere, en particulier sur les
suites arithmétiques et géométriques.

Dans tout le chapitre, n et ng désignent des entiers naturels.
I) Démonstration par récurrence

I-1 Exemple introductif

Travail de léleve 1.

u = 0
Considérons la suite (u;) définie pour tout n € N* par : 1

Up+l = Up+———

n(n+1)

Chaque terme de cette suite se calcule a partir du précédent. On dit que cette suite est définie par récur-
rence.
But: On souhaiterait obtenir une formule expllicite de u,, en fonction de n, afin de pouvoir calculer wimporte
quel terme rapidement (sans devoir calculer chacun des précédents).

1. Lasuite est-elle géométrique ? arithmétique ?
Ni 'un ni Pautre (on ajoute toujours un nombre pour passer d'un terme au suivant, mais ce nombre

n'est pas constant).
2. Calculer les premiers termes de la suite jusqu’a us sous forme de fraction irréductible. On a u; =0,
1 1
u2:u1+—20+—:—.
1(1+1) 2 2
1 1 1 2
Us=uUp+ —=—+—-—=—.
22+1) 2 6 3
1 2 1 9 3
Up=uUu3+ —m——=—-—+—=—=-—.
33+1) 3 12 12 4
1 3 1 4
Us=Uyp+———=—+—=-—.
44+1) 4 20 5

3. Que vous attendez-vous a trouver pour ug ? Calculer ug.

On s’attend a trouver ug = 5
1 4 1 5
+—— =t —=—,
56+1) 5 30 6
4. Conjecturer une valeur pour u19; ¢ Ce résultat est-il certain ?

Par le calcul on obtient : ug = us

Il semblerait que u;o; = Tl Ce résultat n’est pas certain pour autant.
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99

5. Quelqu'un a eu le courage de calculer u7, ug, ..., jusqu’'a ujgp et a trouvé uygg = 100°

Calculer u10;.

99 1 100 R
—— apreés calculs.

u =u T T L 10 T Ton o
=9 00100+ 1) ~ 100 100x 101 101

Attention, une conjecture n'est pas une preuve (ni une affirmation forcément vraie, certaines conjec-
tures se révelent parfois fausses...). Ce n'est que I'énoncé d’'une propriété supposée résultant d'un certain
nombre d’observations.

Alors comment confirmer, par une démonstration, la propriété conjecturée ci-dessus ?

n-—1

6. Notons & (n) la propriété définie pour neN, par: Z(n) :«u, =

»

n

Supposons un instant, que pour un certain entier p, on a calculé u, et on a effectivement trouvé
-1

u, =",
p

a. Quelle seraI'expression du terme suivant v ?

1 < s .
On aura up; = up + ——— d’aprés'énoncé.

pp+1)

Or par hypothese ona u, = p;’ donc on peut calculer
p

p-1 1 (p-Dp++1_p*-1+1_ p° p

+ fd = =
p plp+1) plp+1) pp+1) pp+l) p+1

Up+1 =

b. Lapropriété & (p + 1) est-elle vraie elle aussi?
Dong, sous 'hypothese que & (p) soit vraie, la propriété & (p + 1) est également vraie.
Autrement dit #(p) = Z(p+1).
On dit que la propriété & est héréditaire.
7. Connaissant ug, quel terme en déduisez-vous gréace a la question 6. ?
Puis quel autre terme ?
Comme ug vérifie la propriété, on sait que u7 aussi, doncon a u; = g

On connait donc également ug.

8. Aufinal on a vu que la propriété &7 était vraie aurang n =1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 et 8. On dit que la propriété
est initialisée.
Mais comme la propriété & est héréditaire elle sera vraie au rang 9, puis au rang 10, puis aurang 11,
etc.
Quel conclusion pouvez-vous en tirer ?

n-1
On en conclut que la propriété est vraie pour tout n = 1. Donc on a, pour tout n =1, u, = .

Nous venons de faire un raisonnement par récurrence.
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I-2 Principe et exemples

P
Principe du raisonnement par récurrence
Pour démontrer qu’une formule (ou une propriété) dépendant d’un entier naturel 7 est vraie, pour tout entier

n, on procede en deux étapes :
1. On montre que la formule est vérifiée pour le rang initial (en général n=00u n=1);

2. On montre que la propriété est héréditaire, ie :
— On suppose que la formule est vraie pour un certain rang p ;
— on démontre que cela entraine qu’elle est vraie au rang p + 1

On peut alors conclure que la formule est vraie pour tout entier naturel 7.

~

.
N ! 7/
'@'Exemple :
C . . - % u =1
Considérons la suite (u,,) définie pour tout n € N* par :
un+1 = Zun + 1
Démontrer que u, = 2" —1 pour tout n € N*.
/Solution :
Pour n € N*, notons Z(n) : « u, =2" -1 ».
— Initialisation :u;=1let2!-1=1
Par conséquent £ (1) est vraie.
— Hérédité : Supposons que £ (n) soit vraie pour un certain rang n = 1, ie que u, =2" —1.
Montrons que Z(n + 1) est vraie, i.e montrons que Uy, = on+l_q,
Oona 1 =2u,+1=2x (2" —1)+1 daprés notre hypothése.
DoNC U1 =2"1 =241 =2""1—1. Donc Z(n+1) est vraie et la propriété est héréditaire.
— Conclusion : On a montré par récurrence que pour tout entier n > 1, la fonction u, = 2" — 1.
'@"Exemple :
Démontrer que, pour tout entier n = 2, la fonction f;,, définie sur R par f,,(x) = x”, est dérivable sur R, avec
f1(x) =nx""! pour tout x € R.
On rappelle que (x?) =2x et (uv) =u'v+uv'.
C. Aupérin TS 3/16
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/Solution :
Notons £ (n) : f; est dérivable sur R et f}(x) = nx""!.

— Initialisation : f5(x) = x? et on sait que : f>(x) = 2x (démontré en 1ére).
Par conséquent &2 (2) est vraie.

— Hérédité : Supposons que £(n) soit vraie pour un certain rang 7 = 0.
Montrons que &(n + 1) est vraie, i.e montrons que f,+1 est une fonction dérivable et que f,;+1(x) =
(n+1x".
ona fy41(x) = X" = x" x x = f,,(x) x fi(x). Or le produit de deux fonctions dérivables est une fonction
dérivable, par conséquent f,+1 est dérivable.
De plus, sa dérivée vaut :

a1 (0) = fr(0 fi(0) + fn(0) fi(0) = nx" lx+x" x=nx"+x"=n+1)x"

Donc la propriété est héréditaire.
— Conclusion : On a montré par récurrence que pour tout entier n = 2, la fonction f,,, définie sur R par
fn(x) = x", est dérivable sur R, avec f}(x) = nx""1.

&7 Exercices du livre :
n° 34 - 36 p 310

II) Généralités

II-1 Suites et représentation graphique

Définition 1 :

Une suite numérique est une fonction de N dans R, définie a partir d’'un certain rang 7. On la note u, (u;)

ou encore (Up) p=n,-
Limage u(n) de I'entier n par u se note u,, et s’appele terme d’indice n de u. Si ng =0, on a donc :

(up): N — R
n = Un

'@"Exemples :
La suite (u,) =12 définie par u, = vn—11.4. Ses termes sont uy» = 0.6, u13=v1.6, u14 = v2.6, ...
On dit qu’elle est définie explicitement (en fonction de n)
Ug = 0
La suite de Fibonacci (i) nen définiepar{ u; =1
Un+2 = Ups1 + Up
On dit qu’elle est définie par récurrence (un ou des termes initaux et relation entre termes).
Ses premiers termes sont ug =0, u; =1, up =1, u3=2, us =3, us =5, ug =8, ...

Remarques :

— Il est équivalent de dire u;+1 =2u,+3 et u, =2u,—1 + 3.

— On représente en général une suite explicite dans le plan en plagant les points de coordonées (n; uy).
— On représente les suites récurrente sur I'axe des abscisses, mais en utilisant le plan.

C. Aupérin TS 4/ 16
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Dans la suite du cours, on considérera une suite (u;)en définie sur N (donc ng = 0) par simplicité d’écriture.
Les résultats restent valables cependant pour une suite définie & partir de n'importe quel rang ny.

Travail de léleve 2.

1. TD 3 p 304 : questions 1 et 2
2. Soit la suite (v;,) ;=0 définie par v, = 0.571 +400.
a. Calculer ses 5 premiers termes.

b. Représenter ces termes dans le plan, sur un autre graphique de méme échelle.

Représenter une suite explicite  u, = f(n)
— On trace dans le plan la courbe représentative % de f,
— Les termes de la suites sont les points d’abscisses entiéres de ¢

4 N\
Représenter une suite récurrente  U,41 = f (1) :

— On trace dans le plan la courbe représentative ¢ de f,

— On trace la droite A d’équation y = x,

— On place le premier terme de la suite, par exemple 1, sur 'axe des abscisses,

— Comme u; = f(ug), up est l'image de uq par f, u; est'ordonnée du point My de % d'abscisse u,

— Pour obtenir up = f(u1), on «rabat» u; sur I'axe des abscisse grace a A ; uy est alors I'ordonnée de M,
de ¥ d'abscisse uy,

— On procede pareil pour les termes suivants

g
N ! 7/
'@'Exemple ;
On consideére la suite (u;,)n définie par Uy PR
@y :
up=1 7 S I g
Upi1 =24/ Up +2 ;
Sa fonction associée f est définie par :
fix—2yVx+2
Remarque : On constate que les termes de la suite se
rapprochent d’une valeur limite, celle de I'abscisse du -
point d’intersection entre Cgf et la premiére bissectrice. : L
0 7u Uy Up  UsUy
C. Aupérin TS 5/ 16
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'@"Exemple ;
On consideére la suite (u;,)n définie par

ug=7

2
Up+1 = _g\/ Up—1

Sa fonction f est définie par

2
:x:—»——x—l
! 3

A la calculatrice

B
Calcul des termes d’'une suite a la calculatrice

|wmp2W+p3m
(.

g
Représentation graphique
| Voir p 301

g

II-2 Sens de variation d’une suite : rappels

’ &+ e

Définition 2 :
Soit (1y) n=0 Une suite de nombre réels. On dit que la suite (u;) est :
— croissante siVn=0o0na u, < Uu+1,

— décroissante siVn=00na u, = tyy1,
— monotone si elle est croissante ou décroissante a partir du rang 0

Remarque : On définit de méme la stricte monotonie, mais & I'aide d'inégalités strictes.

'\?"Exemples ;
La suite définie pour tout 12 € N* par u,, = 1% + 2% + 3% + --- + n? est strictement croissante, puisqu’on ajoute
a chaque terme précédent un nombre positif.
La suite définie pour tout n € N* par ug=1et u, = % est strictement décroissante.

7
La suite définie pour tout n € N* par ug=—1 et u,, = "Tl est strictement croissante.

N . .
'@'Contre-Exemple . Il existe des suites non monotones

Ujp—
La suite définie pour tout n € N* par ug =1 et u, = —"Tl n’est pas monotone!
C. Aupérin TS 6/ 16
2010-2011
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N ! 7/
@'Exemples :
La suite arithmétique définie par le terme initial 1 et la relation de récurrence 1,1 = u, +r est:

— croissante si et seulement si r =0, — décroissante si et seulement si r <0.

La suite géométrique définie par le terme initiale ug positif et la relation de récurrence uy,4+1 = U, x g est:
— croissante si et seulement si g > 1,

— décroissante si et seulementsi0< g <1,

— non monotone si et seulement si g <0

Si ug est négatif, le sens de variation est contraire.

Travail de U'éleve 3. Le plan est muni d'un repére orthonormé (unité graphique 2cm).

1. Représenter la fonction f définie sur [-2; +oo[ par f(x) = v x + 2 sur trois graphiques.

2. Représenter sur chacun des graphiques les premiers termes de trois suites u, v et w définies par:
— Pourn=0, u,=vn+2.
- vo=6etpourn=0, vy = f(vy) =VU,+2
- wo=-letpourn=0, wy = f(wy) =vVw,+2
3. Que penser des affirmations suivantes :
— «Si f est croissante, une suite (u,) telle que u, = f(n) est une suite croissante » ?
— «Si f est croissante, une suite (1) telle que u;, = f(u,) est une suite croissante » ?

4% Théoréme 1 :
On considére la suite (1) nen définie par u, = f(n), avec f définie sur I intervalle [0; +oo].
Si la fonction f est (strictement) monotone sur [0; +oo[ alors la suite (u,) est (strictement) monotone et
possede le méme sens de variation que la fonction f.

@ Preuve

1. Cas 1:Si f est strictement croissante sur [0; +oo[

. f/
Pour toutentiern=0,onan<n+1= f(n)< f(n+1) < u, < Up4+1.
Par conséquent, (i) est strictement croissante.

2. Cas 2:Si f est strictement décroissante sur [0; +oo]
Pour tout entier n =0, on a

n<n+1gf(n)>f(n+l)<=>un>un+1

Par conséquent, (u,,) est strictement décroissante.

N ! 7/
"¢ Exemple :

La suite (up)peny définie par uzy1 = Vn+2 est croissante car la fonction associée

fi1=2+ool — t croissante sur ]0; +oo[

es ;+00
X —  Vx+2

N L, N . v . ~
'@'Contre-Exemple : Le théoréme est faux pour les fonctions défi nies par récurrence

Soit (i,) nen définie par u,+1 = v u, + 2. Lactivité précédente montrait que le sens de variation dépendait
de la valeur du premier terme.

C. Aupérin TS 7/ 16
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Attention ! La réciproque de ce théoréeme est fausse
On peut trouver une suite croissante, définie par une fonction non croissante.

Faire un dessin.

( )
Méthodes pour déterminer le sens de variation d’une suite
» Etudier le signe de u,+1 — u, selon les valeurs de n.

. Un+1
» Comparer le quotient —— avec 1, lorsque 1, > 0 pour tout 7.
Up

» Montrer par récurrence que pour tout 72 0n a U1 < Uy OU Uyl = Uy,.

» Utiliser le théoréme précédent.

g

'@"Exemples :
1. Soit la suite () neny €St définie par u, = n®>+2, alorson a u,41 = (n+1)?> +2=n?+2n+3.

Ainsipourtout nona uy+1 —Up=2n+1
Onvoitque u,+1 — Uy >0 < uy,4 > Uy, pour tout 7 : la suite est donc strictement croissante sur N.

2. Soit la suite (v,,) zen définie par v, =2 x 5" , on a v, > 0 pour tout entier naturel n et v, =2 x 57+1

v 5n+1
Ainsi pour tout 7 on a cnl =5.
vy 5n
. v . . .
On voit que LA [P Un+1 > Uy pour tout 7 : la suite est donc strictement croissante sur [0, +o0o[
Un
s . o Wy = 16
3. On considére la suite (w,,) définie par :
Wn+1 =+ Wn

Notons &2 (n) la propriété w1 < wy
— Initialisation : wg =16 et w; = 4, par conséquent 2 (0) est vraie.
— Hérédité : Supposons que Z(n) soit vraie et montrons que &?(n + 1) est vraie. On a donc :

0< wys1 < wy puisque &2 (n) est vraie
< 0<Wp+1<\/W, puisque x— v/x est strictement croissante sur R*
— 0 < wn+2 < wn+1

— H(n+1) estvraie
Ce qui montre par récurrence que wy+1 < Wy, Yn €N, ce qui prouve que (w;) est décroissante.

@7 Exercices du livre :
n° 17-18-19 + 25 + 37 p 308
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II-3 Suite majorée, minorée, bornée

Définition 3 :

On considére une suite (#,)zen. On dit que (u;,) est :

— majorée s'il existe M e R tel que u, <M, VneN

— minorée s'il existe m e R tel que u, >m, VneN

— bornée si elle est majorée et minorée i.e s'il existe m € R et M € R tel que

m<u,<M, VneN

Remarques :
— (uy) est bornée si et seulement si il existe M € R tel que | u, |< M.
Eneffetsi | u, |< M alorsona:—-M < u, <M et (u,) est bornée.
Réciproquement si (u,,) est bornée alors il existe deux réels a et b tels que a < u,, < b.
Choisissons M = max(lal;| b|),danscecasona—-M<aetb<M,etdonc:|u,|<M
— Si M est un majorant de (u), alors tout nombre supérieur & M I'est aussi.

Pour montrer qu’une suite est bornée, on peut :
— Raisonner sur des inégalités équivalentes

— Etudier la fonction associée
— Faire une récurrence

'\@" Exemples :

3+ (-1D"

1. Soit la suite (uy) ;=1 définie par u, = 5— - Montrons que (uy,) est bornée.
n

-1<(-D"=<1
— 2<3+(-1D)"<4

1
— 2<up,<4 car 05—251
n

up=20

Un+1 =V6+ Uy

Montrons, par récurrence, que cette suite est bornée.

Il est clair que (u;) est minorée par 0. Mais par quoi est-elle majorée ? ?

2. Soit la suite (uy) définie par : {

Le calcul des premiers termes, donne ici une indication : u; = 2,45 Uy =2,91 us =2,98.
Notons &2 (n) la propriété : « 0 < u, < 3 »Initialisation : Z?(0) est vraie de maniére évidente puisque

up = 0.

Hérédité : Supposons qu'il existe un rang n tel que &?(n) est vraie. Montrons que £?(n+1) I'est aussi.
Dans cecasona: O<u,<3

Par conséquent : 6<6+u;,;<9

Et par passage a la racine : V6<v6+u,<3

Au final ; V6<up1<3=0<u,s <3

Conclusion : Z(n +1) est vraie, donc VneNon a 0 < u,41 <3, d'ou (1) est bornée.

@7 Exercices du livre :
n° 29-31-32-35 p 309
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III) Comportement asymptotique d’'une suite : rappels

III-1 Notion de convergence et divergence

< s gm ng
Définition 4 :
Soit ¢ € N. On dit qu’une suite admet une limite ¢ (ou converge vers £) lorsque tout intervalle ouvert

contenant £ contient aussi tous les termes de la suite a partir d’'un certain rang. On note lirP up=>2¢.
n—
Une suite qui ne converge pas est dite divergente .

Remarque : On utilise en général un intervalle centré en ¢.

'\@" Exemples :

1
La suite (— - 2) converge vers —2.
neN
3n% -4
—-2n2+5
La suite (1) e de terme général u, = (—1)" est divergente car elle n'admet pas de limite.

3
La suite ( ) est convergente et admet pour limite ~5
neN

Remarque : Graphiquement, la notion de limite se traduit ainsi :
Quelle que soit la largeur de la bande horizontale choisie, il existe un rang (ou un indice) a partir duquel tous les
points de la représentation graphique de la suite sont situés dans cette bande.

3n+(-1"

o Illustration avec la suite u, = 2
n

A S A T M

. 1 10 est le rang a partir duquel tous les termes
: de la suite sont dans la bande hachurée d’épaisseur choisie
: (ici, € = 0.05)

I
I
I
ttt+t+tt—F——F—F—t—F—F——F—F+—F+—F+—
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Remarques :

3
— Sur cet exemple, le graphique permet de conjecturer que la suite (u,) converge vers >

— On notera que si une suite (u;,) converge alors sa limite £ est unique (admis).

’ 7 e e
Définition 5 :
On dit qu’une suite diverge vers +oo lorsque tout intervalle ouvert du type ] A; +ool contient tous les termes

de la suite a partir d'un certain rang (dépendant du A considéré). On note lirP U, = +oo.
n—+oo
On définit de méme la divergence vers —oo a 'aide d’intervalle du type ] —oo; A[. On note nhrP Uy = —00.
—1+00
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@Exemples :
?

Les suites (1) e et (n° — n? + n—1), , sont divergentes vers +oo.

Remarques :

— Une suite divergente admet +oo comme limite ou n’admet pas de limite

— Dire que (ujy) tend vers +oo revient a dire que :
» Tout intervalle de la forme ] A; +oo[ contient tous les termes de la suite, sauf un nombre fini d’entre eux.
» Le terme général u, est aussi grand que I'on veut a partir d’'un certain rang.
» Quelque soit le nombre choisi A, il existe un rang a partir duquel tous les termes sont supérieurs a A.

N .. gz
(P Exemples : Limites de référence

1. lim n=+oo 2. lim n?=+o0 N R
n—-+oo n—+oo 3. nl_l)rPoo n 0 4. nl—l»IPoo 7 0

III-2 Regles opératoires et propriétés
I1I-2.1 Opérations sur les limites

Soit (a,) et (b,,) deux suites.
Cas d'unesomme: lim (ay,+ by)
n—+oo

lim b
) " b#0 +00 —00
lim a,
aeR a+b +00 —00
+00 +00 +00 ?
—00 —00 ? —00
Cas d'un produit:  lim (a,by,)
n—+oo
lim b
. " b#0 s oo
lim a,
az0 axb +o00 +o00
+00 +oo +00 —00
—00 +oo —00 +00

Si a=0etsibeRalors le produit a,b,, tend vers 0.

. . by
Cas d'un quotient: lim —
n—+o0o q,
lim b
) " b#0 +00 —00
lim a,
b
a#0 — +oo +oo
a
+00 0 ? ?
—00 0 ? ?

b
Sia=0etsib#0 alors le quotient — tend vers +oo.
an
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Remarque : Il faut étre conscient que tous les résultats de ces tableaux se démontrent (et certains ne sont pas
évidents), nous ne présenterons ici aucune démonstration et nous admettrons tous ces résultats.

III-2.2 Les formes indéterminées

( )

LES 4 FORMES INDETERMINEES A CONNAITRE

0 00
((OXOO)) LK = » L — > KOO— OO »
0 00

Attention, on ne dira pas « zéro sur zéro est une forme indéterminée »mais plutét « le quotient de deux fonctions tendant vers 0 est une forme

indéterminée »

III-2.3 Suites explicites

4% Théoréme 2 :
Soit f une fonction définie sur [0; +ool et (u,)n Une suite définie par u, = f(n).
1. Si lim f(x)=/¢alors lim u,=~¢
X—+00 n—+oo
2. Si lim f(x)=4ocoalors lim u;=+oco
X—+00 n—+oo

3. Si lim f(x)=-oc0alors lim wu,;=-oco
X—+00 n—+oo

Remarques :

Notons que la réciproque du résultat précédent est fausse.

Grace a ce théoréme, on récupére toutes les régles de calculs sur les limites (consulter les fiches de pre-
miéres en annexes).

Rappelons les deux résultats importants :

* La limite en I'infini d’'une expression polynémiale est la limite du terme de plus haut degré.

* La limite en l'infini d’'une expression rationnelle est la limite du quotient des termes de plus haut degré.

'@"Exemple :

. . L 2n®+n-1

Soit (u,)N la suite de terme général u;, = —
nc+1
. o 2x%+x-1
Sa fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = 711 est telle que
x
2x?

lim =—=2
x—>+oof(x) x?
Donc la suite (1) converge vers 2.

gf Exercices du livre :
n° 45 p 311
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I11-2.4 Image d’une suite

@‘r Théoréme 3 :

Soient a et A sont réels, ou +0o ou —oo.

Si une suite (1) a pour limite a et si une fonction f a pour limite A lorsque x — a, alors la suite définie

par v, = f(uy,) a pour limite A.

O Exemple :
?

u
Soient (u;,)n la suite de I'exemple précédent et (v,) la suite de terme général v, = ?n

X
Sa fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = > est telle que

) =1

Donc la suite (v,) converge vers 1.

(gf Exercices du livre :
n° 56 p 312 + 82 p 317

@7 Exercices du livre :
28-29 p 309

IV) Suites récurrentes particuliéres

IV-1 Arithmétique ou géométrique: rappels

C. Aupérin
Lycée Jules Fil

Définition 6 :

Une suite u de premier terme ug et de raison r
est arithmétique si et seulement si, pour tout
entier n, on a

Upt1 = Un+T

'\@"Exemple :

Léa dépose 100€ sur son compte. Tous les ans
il ajoute 10€ . Si on note u; I'argent disponible
sur le compte de Léa au bout de la 7'*™ année.
Ona:

up =100
Upe1=Up+10

u est donc une suite arithmétique de raison 10
et de premier terme 100.

Définition 7 :

Une suite u de premier terme 1 et de raison g
est géométrique si et seulement si, pour tout
entier n, on a

Up+1 = Up X ([

TS
2010-2011

©*Exemple :
?

Max dépose 100€ sur son compte. Tous les
ans il gagne 3% de plus. Si on note v, I'argent
disponible sur le compte de Léa au bout de la

n'®™e année, on a:

Vg = 100
Up+1=Vpx1,03

v est donc une suite géométrique de raison 1,03
et de premier terme 100.

13/ 16
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On considére désormais une suite arithmétique (u)
de raison r.

-
@ Propriété 1 :

Pour tout n,p €N, on a

— Relation entre u, et up :

Up=Up+n-pr

— En particulier :

U, =Ug+nr I

'@"Exemple :
Au bout de 20 ans, Léa dispose de 300€ sur
son compte. En effet u,, = 100+ 10n et donc :
Uz =100+ 10 x 20 = 300

Représentation graphique dans le plan

Ce sont les points d'abscisse entiére positive de la
droite de coefficient directeur r et passant par le point
de coordonnées (ng; tp,)

“©*Exemple :
?

up=-1letr=0.5, vp=1letr=-05

&% Théoréme 4 :

— Si r > 0 alors (uy) est strictement crois-
sante et lim u, = +oo
n—+oo

— Sir=0alors (u,;) est constante ;

— Si r <0 alors (u,) est strictement décrois-

sante et lim wu, =-o00
n—+oo

'@"Exemple :

r=10>0 < la suite (u,) est croissante

C. Aupérin TS

2010-2011

On considére désormais une suite géométrique (u)
de raison ¢.

-
@ Propriété 2 :

Pour tout n, p €N, on a

— Relation entre u, et up :

un = up X qn_p

— En particulier :

Up=1ugxq"

'\@"Exemple :
Au bout de 20 ans, Max dispose de 180,61€ sur
son compte. En effet v,, = 100 x 1,03" et donc :
U290 =100 x 1,03%° = 180,61

Représentation graphique dans le plan
Si g > 0, ce sont les points d’abscisse entiére positive
d’une courbe exponentielle.

& Exemple :
?

up=1etr=1.5, vo=5etr=0.5

X% Théoréme 5 :

1 Soit (uy) une suite définie par : u, = q" (avec

q > 0) alors :

— Si g € [0;1] alors (uy) est décroissante et
convergente vers 0, ie nl—l>r-+1-loo up,=0

7 2

— Si g =1 alors (u,) est constante égale a 1
— Si g > 1 alors (uy) est croissante et diver-

gente vers +oo, iela lim u, = +oo.
n—+oo

'@"Exemple :
q=1,03 >1 <= lasuite (v,) est divergente

14/ 16
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&% Théoréme 6 : &% Théoréme 7 :
La somme S de n termes consécutifs d’'une La somme S de n termes consécutifs d’'une suite
suite arithmétique de premier terme p et de géométrique de raison g # 1 et de premier terme
dernier terme d est : p est:
+d —g"
S=nx P > S= p x 1 q
I-qg
'@"Exemple : '\@"E .
xemple :
Up+u
u10+u11+...+u20=11xu=2200 1—1,0320
2 Vi+Uvo+..+UV=1] X —— =2767,65
1-1,03
%Applicaﬂon :

Un étudiant loue une chambre pour 3 ans. On Iui propose deux types de bail. ¢

1¢" contrat :

Un loyer de 200€ pour le premier mois puis une augmentation de 5€ par mois jusqu’a la fin du bail.
28€ contrat :

Un loyer de 200€ pour le premier mois puis une augmentation de 2% par mois jugqu’a la fin du bail.

1. Calculer, pour chacun des deux contrats, le loyer du deuxieme mois puis le loyer du troisieme mois.
2. Calculer, pour chacun des deux contrats, le loyer du dernier mois (i.e du 36°™¢ mois).

3. Quel est le contrat globablement le plus avantageux pour un bail de 3 ans?

a. Un bail est un contrat de location

C. Aupérin TS 15/ 16
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&Solution :

1. On considére la suite (1) arithmétique de raison r = 5 et de premier terme u; = 200 et la suite (v;)
géométrique de raison g = 1,02 et de premier terme vy = 200.

Pour le premier contrat le loyer du deuxiéme mois et du troisieme mois sont donnés par u, puis us :
Uy =u; +5=200+5=205€ Uz =uy+5=205+5=210€
Pour le deuxiéme contrat le loyer du deuxiéme mois et du troisieme mois sont donnés par v, puis v3 :
vp=v1x1,02=200x1,02=204€ v3=1v2x1,02=204x1,02=208,08€
2. Le loyer du dernier mois est donnée par usg pour le premier contrat et v3g pour le deuxiéme contrat :
Usg = Uy + (36— 1) x5 =200+35 x5 = 375€ v3e = 11 x 1,023° =200 x 1,02%° ~ 400€

3. Pour cela il faut calculer la somme des 36 premiers loyers i.e il faut calculer Sy et S, ou :

36 x (200 +375)

Sl=u1+u2+---+u36:—2 =18 x 575 =10350€
S +Us 4+ 200 1-1,02% 10398€
=y Vo+-++ U3 = X ——————— =~
2=V1+ 12 36 1-1.02

Donc le premier contrat semble plus avantageux et permettrait de réaliser une économie d’environ 40€

@7 Exercices du livre :

1 a9 p 307 sur la somme de termes consécutifs

@7 Exercices du livre :
16 p 308 + 39 + 42 + 43 + 46-47 + 60 + 61 p 313

IV-2 Arithmético-géométrique
voir p300

@7 Exercices du livre :
62a64p313+78+79

IV-3 Récurrente d’ordre 2

Pb p 302 + TP 4 p 305

@7 Exercices du livre :
65467 p 314 + 85 4 88 p 317

Faire des annales ...
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