
Chapitre 1-2 www.wiky-math.fr.nf ArithmétiqueCorretion DM 2Exerie 1. Soit n ∈ N. (2 points)1. Les diviseurs de 6 sont 1, 2, 3, 6 et leurs opposés. Don les entiers relatifs n tels que n − 4 divise 6sont les entiers relatifs di�érents de 4 tels que
n − 4 = −6 ou n − 4 = −3 ou n − 4 = −2 ou n − 4 = −1

ou n − 4 = 1 ou n − 4 = 2 , ou n − 4 = 3 ou n − 4 = 6

⇐⇒ n = −2 ou n = 1 ou n = 2 ou n = 3 ou n = 5 ou n = 6 ou n = 7 ou n = 102. 3n + 4 = 3(n + 1) − 7. Soit n ∈ Z \ {−1} tel que n + 1 divise 3n − 4. On a aussi n + 1 divise n + 1don n + 1 divise toutes ombinaisons linéaires de 3n − 4 et de n + 1, par exemple n + 1 divise 7.Les diviseurs de 7 sont 1, 7 et leurs opposés. Don sont les entiers relatifs n tels que n + 1 divisent
3n − 4 sont les entiers relatifs tels que :

n + 1 = −7 ou n + 1 = −1 ou n + 1 = 1 ou n + 1 = 7

⇐⇒ n = −8 ou n = −2 ou n = 0 ou n = 6Exerie 2. (1 point)
−753 = 108 × (−7) + 3.Exerie 3. La division eulidienne par 7 (Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes) (7 points)1. 1991 ≡ 3 [7] =⇒ 1991 ≡ 32009 [7] Cherhons les valeurs des puissanes de 3 modulo 7.

3 32 33 34 35 36

3 2 6 4 5 1Don on a :
1991 ≡ 3 [7] =⇒ 1991 ≡ 32009 [7]

⇐⇒ 1991 ≡ 3334×6+5 [7]

⇐⇒ 1991 ≡ (36)334 × 35 [7]

⇐⇒ 1991 ≡ (1)334 × 35 [7]

⇐⇒ 1991 ≡ 35 [7]

⇐⇒ 1991 ≡ 5 [7]2. Soient x et y des entiers naturels.(a) Si x ≡ 0 [7] alors x2 ≡ 0 [7]Si x ≡ 1 [7] alors x2 ≡ 1 [7]Si x ≡ 2 [7] alors x2 ≡ 4 [7]Si x ≡ 3 [7] alors x2 ≡ 2 [7]

Si x ≡ 4 [7] alors x2 ≡ 2 [7]Si x ≡ 5 [7] alors x2 ≡ 4 [7]Si x ≡ 6 [7] alors x2 ≡ 1 [7]1



Chapitre 1-2 www.wiky-math.fr.nf ArithmétiqueOn a traité tous les as. Don les restes possibles de la division eulidienne de x2 par 7 sont 0,
1, 2, et 4.(b) Si 7 divise x2 + y2 alors :
x2 + y2 ≡ 0 [7]. Or la seule possibilité pour avoir ela est x2 ≡ 0 [7] et y2 ≡ 0 [7] (les autrespossiblités ne donne jamais 0 [7], on peut faire un tableau 2 × 2 pour le voir).Don 7|x2 et 7|y2. Or on a étudié tous les as, et le seul as où x2 ≡ 0 [7] est elui où x ≡ 0 [7].De même on a y ≡ 0 [7].Don 7|x et 7|y.Si 7 divise x et 7 divise y alors on a vu que 7|x2 et 7|y2 don 7 divise leur somme x2 + y2.3. Soient a et b deux nombres entiers naturels inférieurs à 9 ave a 6= 0. On onsidère le nombre

N = a × 103 + b. On rappelle qu'en base 10 e nombre s'érit sous la forme N = a00b.On se propose de déterminer parmi es nombres entiers naturels N eux qui sont divisibles par 7.(a) 103 = 7 × 142 + 6 Don 103 ≡ 6 [7] ou enore 103 ≡ −1 [7](b) N = a × 103 + b Don N ≡ −a + b [7]On herhe les nombres N tels que N ≡ 0 [7], don les nombres a et b tels que :
−a + b ≡ 0 [7] ⇐⇒ a ≡ b [7]Les solutions possibles sont évidents tous les as où a = b mais aussi les as où a = 1 et b = 8,

a = 2 et b = 9 ainsi que b = 0 a = 7, b = 1 et a = 8, b = 2 et a = 9. L'ensembles des nombres
N est herhés est alors
{1001 ; 2002 ; 3003 ; 4004 ; 5005 ; 6006 ; 7007 ; 8008 ; 9009 ; 1008 ; 2009 ; 7000 ; 8001 ; 9002}Exerie 4. p et q désignent deux entiers naturels tels que p2 − 2q2 = 1. (2 points)1. p2 = 1 + 2q2 don p2 est impair.Or si p était pair alors il serait de la forme p = 2k ave k ∈ Z et don p2 = 4k2. Don p2 serait pairaussi. Ce n'est pas le as, l'hypothèse p pair est absurde. Forément p est impair.2. On a 2q2 = p2 − 1. Comme p est impair, il est de la forme p = 2k + 1 ave k ∈ Z.Don p2 = 4k2 + 4k + 1 (impair) et 2q2 = 4k2 + 4k ⇐⇒ q2 = 2k2 + 2k. Don q2 est pair.Or on vient de voir que le arré d'un nombre impair était impair. Par onséquent, q ne peut pas êtreimpair : q est pair.Exerie 5. (8 points)Partie A : Soit E = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}Déterminer les ouples {a; b} d'entiers distints de E tels que le reste de la division eulidienne de a × bpar 11 soit 1.On peut par exemple faire un tableau des restes de la division eulidienne de a× b par 11. Comme a 6= b,et par ommutativité du produit, il su�t de remplir que la moitié du tableau, sans la diagonale :
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× 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 6 8 10 1 3 5 7

3 1 4 7 10 3 5

4 9 3 6 10 3

5 8 3 7 1

6 10 4 10

7 1 8

8 6On onstate que les ouples {a; b} d'entiers distints de E tels que le reste de la division eulidienne de
a× b par 11 soit 1 sont eux de l'ensemble {(6, 2); (2, 6); (3, 4); (4, 3); (5, 9); (9, 5); (7, 8); (8, 7)} Partie B :1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 3(a) Comme n ≥ 3 on a n − 1 ≥ 2 don (n − 1)! est pair et (n − 1)! + 1 est impair .(b) Par onséquent, l'entier (n − 1)! + 1 n'est pas divisible par un entier naturel pair.2. Comme 3× 5 = 15 on a 15|14!, ie 15|(15− 1)! ⇐⇒ (15− 1)! ≡ 0 [15] ⇐⇒ (15− 1)! + 1 ≡ 1 [15] Don

(15 − 1)! + 1 n'est pas divisble par 15.3. 11 est un nombre premier don on ne peut pas appliquer la même méthode (11 ne divise pas 10!).Par ontre on sait que :
(11 − 1)! ≡ 2 × 3 × 4 × 5 × (−5) × (−4) × (−3) × (−2) × (−1) [11]

≡ −(2 × 5)2 × (3 × 4)2 [11]

≡ −(−1)2 × (1)2 [11]

≡ −1 [11]Don (11 − 1)! + 1 ≡ 0 [11], ie l'entier (11 − 1)! + 1 est divisible par 11.Partie C : Soit p un entier naturel non premier (p ≥ 2).1. p n'est pas premier don il admet un diviseur q tel que 1 < q < p ⇐⇒ 2 ≤ q ≤ p − 1. Don q divise
(p − 1)!2. Si q divise aussi l'entier (p − 1)! + 1 alors il divise la di�érene (p − 1)! + 1 − (p − 1)! = 1. Or q 6= 1don 'est impossible. q ne divise pas (p − 1)! + 13. Si p divise l'entier (p − 1)! + 1 alors q aussi. Or q ne divise pas (p − 1)! + 1 don p non plus.Remarque : dans la partie C on retrouve alors le fait que 15 ne divise pas (15 − 1)! + 1
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