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Chapitre 1 Introdution àl'arithmétiqueCours : Introdution à l'arithmétique1 Histoire1.1 L'arithmétiqueL'arithmétique onstitue une grosse partie du programme de spéialité en terminale S. Son abord estfaile, ar le langage est simple et les objets dé�nis ont déjà été abordés en lasse de seonde. Cependant,ette partie des mathématiques est réputée di�ile, ar elle néessite un temps d'adaptation avant d'ensaisir les méanismes et l'état d'esprit.L'arithmétique 'est la théorie des nombres entiers, un des plus vieux domaines des mathématiques.Elle étudie les propriétés des nombres entiers (au départ seulement des naturels), de manière totalementabstraite et indépendamment de leur représentation érite et des objets omptés.En Oident, dès 600 avant JC, l'éole pythagoriienne étudie déjà ette théorie, puisque sa philoso-phie est que tout est nombre et que tout nombre peut sérire omme le quotient de deux entiers naturels.Evidemment e fut un ho de onstater que e n'était pas le as de la diagonale d'un arré de �té 1(sans parler du fait que les nombres relatifs n'étaient pas enore onnus) !Eulide (environ 300 avant JC) fut le premier à donner les fondements de l'arithmétique, en ré-sumant toutes les onnaissanes de l'époque dans trois volumes de ses Éléments. Mais son systèmede numération était di�érent du notre, le zéro n'a pas enore sa plae en tant que nombre et il n'yavait toujours auune onnaissane des nombres relatifs. C'est don bien plus tard, à partir 800 aprèsJC jusqu'à nos jours, que l'arithmétique se développera réellement, grâe au système de numérationpositionnel et des hi�res.arabes, ainsi que par la nouvelle méthode de travail d'Al Khwarizmi, à savoirdétaher les mathématiques de leur �té onret et surtout ontextuel, pour les voir omme une théorieglobale.Au départ, l'arithmétique était don onsidérée omme abstraite et sans autre réel utilité que poursa beauté, ontrairement aux autres branhes des mathématiques, issues de la néessité de résoudre desproblèmes onrets et de omprendre le monde. On étudiait l'arithmétique pour former l'esprit humainà la ré�exion ou pour le �té mystique parfois attribué aux nombres (omme pour les Pythagoriiens).Cependant, l'arithmétique trouve aujourd'hui de nombreuses appliations onrètes dans diversdomaines, tels que la ryptographie (théorie de l'enodage et du déodage de messages serets, quiutilise les propriétés des nombres premiers),les images numériques, la téléphonie ellulaire, ... De plus,la reherhe de résolution de problèmes purement arithmétiques entraina la déouverte et le développe-ment d'outils et de méthodes très e�aes pour résoudre des problèmes plus onrets. L'arithmétiquefut don un fateur important de l'évolution de toutes les branhes mathématiques.1.2 Les nombresL'ensemble des entiers naturels s'est onstruit de manière naturelle justement, empirique et nonmathématiques (il n'y a d'ailleurs pas de dé�ntion mathématiques satisfaisante de N). Les entiersnaturels dénombrent des objets, e qui est vital dans une vie soiale, en groupe, d'où leur apparitiondans le monde humain dès 35 000 avant notre ère au moins (sauf pour le zéro, ar on ne voit alorsenore auune utilité de omptabiliser le vide et l'on ne pense pas pouvoir travailler ave le vide ommeave un nombre �ni d'objets).Les mathématiiens ont déouvert peu à peu d'autres nombres, omme les quotients d'entiers posi-tifs. Grâe au théorème de Pythagore, ils ont entrevu l'existene de quelques irrationnels (√2).1



Chapitre 1 Introdution àl'arithmétiqueCe n'est qu'ave l'apparition du zéro en tant que nombre à part entière (et non simplement ommeplae vide dans un système de numération positionnel) que la onnaissane des nombres se développevraiment. Rapidement, Al Kwharizmi déide de lasser les équations et de les résoudre en dehors detout ontexte. Il est alors onfronté à devoir faire la soustration de n'importe quel entier naturel à unautre. La déouverte des entiers relatifs en déoule et don de l'ensemble des rationnels.Les ensembles de nombres sont onstruits de ette fa�on. A haque fois que l'ensemble le plus vasteonnu ne permet pas de faire telle ou telle opération, on en onstruit un plus grand. C'est ainsi que l'ononstruisit R à partir de Q, en rajoutant les irrationnels . De même, à partir de R, on onstruisit C,l'ensemble des nombres omplexes, dans lequel les raines de nombres négatifs existent. Le voabulaireemployé montre bien la distane prise par les mathétatiques depuis les entiers naturels.
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Chapitre 1 Introdution àl'arithmétique2 Les nombres entiers2.1 Les entiers naturels : NDé�nition 1. N = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; . . . }

Propriété 1. N est stable pour l'addition et la multipliation :
∀x ∈ N, ∀y ∈ N, on a x + y ∈ N et xy ∈ NLe mot � axiome �vient du gre et signi�e � qui est onsidéré omme évident en soi �(et ne néessitedon pas de preuve).Axiome 1. Toute partie non vide de N admet un plus petit élément. (Faux dans Z)Axiome 2. Toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément.Axiome 3. Toute suite d'entiers naturels stritement déroissante est �nie. (Faux dans Z)2.2 Les entiers relatifs : ZDé�nition 2. Z = {. . . ;−4;−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; . . . }

Propriété 2. Z est stable pour l'addition, la soustration et la multipliation :
∀x ∈ Z, ∀y ∈ Z, on a x + y ∈ Z, x − y ∈ Z et xy ∈ Z

Propriété 3. Tout nombre de Z admet un opposé dans Z :
∀x ∈ Z, on a − x ∈ Z
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Chapitre 1 Introdution àl'arithmétiquePropriété 4. N ⊂ Z :
∀x ∈ N, on a x ∈ ZAxiome 4. Toute partie non vide majorée de Z admet un plus grand élément.Contre-exemple : La partie onstituée des nombres réels 2 − 1

x
ave x ∈ R+ est majorée par 2 maisn'admet pas de plus grand élément.
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Chapitre 1 Introdution àl'arithmétique3 Divisibilité dans Z3.1 Multiples et diviseurs d'un entier relatifTravail de l'élève : Math'x : Ativité 1 p 4 ou 6 (Nombres roisés)L'objetif est de réinvestir les notion de multiples, diviseur, nombre premier.On note n et m deux entiers relatifs.Dé�nition 3. On dit que m est un multiple de n si et seulement si il existe un nombre entierrelatif quelonque k tel que m = k × n.Exemples :� Les multiples de 4 sont tous les nombres de la forme 4k, ave k ∈ Z. On note et ensemble 4Z. Ilest in�ni dénombrable.� 0 est multiple de tout entier (m = 0 et il su�t de prendre k = 0 et alors 0 = 0 × n) mais il nepossède qu'un seul multiple, lui-même (n = 0 ⇒ m = k × 0 = 0).Dé�nition 4. On suppose n 6= 0. On dit que n divise m (ou que n est un diviseur de m) si etseulement si il existe k ∈ Z tel que m = k × n (m est un multiple de n).On note n|m la relation n divise m.Remarques :� ∀n ∈ Z∗, 1|n et − 1|n (on prend k = ±n)� ∀n ∈ Z∗, n|0 (on prend k = 0, 0 admet une in�nité de diviseurs)� ∀n ∈ Z∗, n|n (on prend k = 1, on dit que la relation de divisibilité est ré�exive)� ∀n ∈ Z∗, n admet au moins 4 diviseurs {−1; 1;n;−n}� Tout nombre entier n 6= 0 admet un nombre �ni de diviseurs, tous ompris entre −n et n (maisun nombre in�ni de multiples).Dé�nition 5. n et m sont premiers entre eux si et seulement si leurs seuls diviseurs ommunssont 1 et −1.Exemple : 6 et 35 sont premiers entre eux.3.2 Propriétés de la division dans Z.Soient a, b et c trois entiers relatifs.Propriété 5. a|b ⇒ −a|b 5



Chapitre 1 Introdution àl'arithmétiqueDémonstration :(À faire par les élèves)
a|b ⇐⇒ ∃k ∈ Z tel que b = k × a. Don b = −k × (−a) et −k ∈ Z, d'où −a|b.
Propriété 6. a|b et b 6= 0 ⇒ |a| ≤ |b|Démonstration :(À faire par les élèves)
a|b ⇐⇒ ∃k ∈ Z tel que b = k × a. Don |b| = |k||a|. Or b 6= 0 don k ∈ Z∗ et |k| ≥ 1. D'où
|b| ≥ |a|.
Propriété 7. a|b et b|c ⇒ a|c (transitivité)Démonstration :(À faire par les élèves)
a|b ⇐⇒ ∃k1 ∈ Z tel que b = k1 × a.
b|c ⇐⇒ ∃k2 ∈ Z tel que c = k2 × b.D'où c = k2k1a ave k2k1 ∈ Z. Don a|c.
Propriété 8. a|b et b|a ⇒ b = a ou b = −aDémonstration :(À faire par les élèves)
a|b ⇒ |a| ≤ |b|.
b|a ⇒ |b| ≤ |a|.D'où |a| = |b| et a = ±b.
Propriété 9. Si a|b et a|c alors a divise toute ombinaison linéaire de b et c.

a|b et a|c ⇒ ∀(u; v) ∈ Z2 a|(ub + vc)Démonstration : 6



Chapitre 1 Introdution àl'arithmétique(À faire par les élèves)
a|b ⇐⇒ ∃k1 ∈ Z tel que b = k1 × a.
a|c ⇐⇒ ∃k2 ∈ Z tel que c = k2 × a.Soit (u; v) ∈ Z2. Alors ub + vc = u(k1a) + v(k2a) = (uk1 + vk2)a ave (uk1 + vk2) ∈ Z ar Z eststable pour l'addition et la multipliation. Don a|(ub + vc).
Propriété 10. a|b ⇒ ∀c ∈ Z a|bcDémonstration :(À faire par les élèves)
a|b ⇐⇒ ∃k ∈ Z tel que b = k × a.Alors bc = (kc)a ave kc ∈ Z don a|bc.
Propriété 11. a|b ⇒ ∀c ∈ Z ac|bcDémonstration :(À faire par les élèves)
a|b ⇐⇒ ∃k ∈ Z tel que b = k × a.Alors bc = k(ac) ave k ∈ Z don ac|bc.Appliation 1. Trouver les entiers n pour lesquels la fration n + 17

n + 4
est entière.Appliation 2. Déterminer des entiers naturels a et b telsque a2 − 4b2 = 20.
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Chapitre 1 Introdution àl'arithmétique4 Division eulidienne4.1 Dans NTravail de l'élève : Math'x : Ativité 2 p 5Soient a ∈ N et b ∈ N∗ ave a > b.THÉORÈME 1. Il existe un unique ouple (q; r) d'entiers naturels tels que a = bq + r ave
0 ≤ r < b.Dans e as, on dit que q est le quotient et r le reste de la division eulidienne de a par b.Démonstration :1. Existene du ouple (q; r) :Elle repose sur le fait que N est arhimédien : Soit b ∈ N∗. Pour tout a ∈ N, ∃n ∈ N telque a < nb (on peut rendre le produit nb aussi grand que l'on veut, pourvu que n soitsu�samment grand).Comme N est arhimédien, l'ensemble des entiers naturels n tels que a < nb n'est pas vide,don il possède un plus petit élément, que l'on appellera k ave k 6= 0.On a k−1 ∈ N et (k−1)b ≤ a < kb. On pose q = k−1 et on en déduit que qb ≤ a < (q+1)bet don que qb− qb ≤ a− qb < qb + b− qb et on a bien 0 ≤ a− qb < b. On pose r = a− qbet on a bien a = qb + r ave 0 ≤ r < b.2. Uniité du ouple (q; r) :On raisonne par l'absurde : Supposons qu'il existe deux ouples (q1; r1) et (q2; r2) tels que

a = bq1 + r1 ave 0 ≤ r1 < b et a = bq2 + r2 ave 0 ≤ r2 < b.Alors r2 − r1 = b(q2 − q1) et −b < r2 − r1 < b.Don r2−r1 est un multiple de b stritement ompris entre −b et b. On en déduit r2−r1 = 0et don r2 = r1.Si r2 = r1 alors q2 = q1 et les ouples sont identiques.Exemple : 17 = 3 × 5 + 2 don 5 est le quotient et 2 le reste de la division eulidienne de 17 par 3.Contre-exemple : 58 = 17 × 2 + 24 ne traduit pas la division eulidienne de 58 par 17 ar 24 > 17.Remarque : r = 0 si et seulement si b divise a.4.2 Dans ZSoient a ∈ Z et b ∈ Z∗ ave a > b.THÉORÈME 2. Il existe un unique ouple (q; r) d'entiers relatifs tels que a = bq + r ave
0 ≤ r < |b|.Dans e as, on dit que q est le quotient et r le reste de la division eulidienne de a par b.
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Chapitre 1 Introdution àl'arithmétiqueDémonstration :1. Existene du ouple (q; r) :L'ensemble des entiers naturels n tels que a+ |b|n ≥ 0 n'est pas vide. En e�et, sinon la suite
(a + |b|k)k∈N

serait stritement roissante et inluse dans Z− don aurait un plus grandélément (f Axiome 1), e qui est impossible.Le nombre a + |b|n est dans N, don d'après e qui préède, il existe un unique ouple
(q′; r′) tel que a + |b|n = |b|q′ + r′ ave 0 ≤ r′ < |b|.Don a = |b|(q′ − n) + r′ = b

|b|
b

(q′ − n) + r′ = bq + r ave q =
|b|
b

(q′ − n) et r = r′2. Uniité du ouple (q; r) :On raisonne par l'absurde : Supposons qu'il existe deux ouples (q1; r1) et (q2; r2) tels que
a = bq1 + r1 ave 0 ≤ r1 < |b| et a = bq2 + r2 ave 0 ≤ r2 < |b|.Alors r2 − r1 = b(q2 − q1) et −|b| < r2 − r1 < |b|.Don r2 − r1 est un multiple de b stritement ompris entre −|b| et |b|. On en déduit
r2 − r1 = 0 et don r2 = r1.Si r2 = r1 alors q2 = q1 et les ouples sont identiques.Exemples : −38 = 5 × (−8) + 2 don 5 est le quotient et 2 le reste de la division eulidienne de −38par −8.

−126 = −7 × 19 + 7 don −7 est le quotient et 7 le reste de la division eulidienne de −126 par 19.Remarque : r est toujours positif.4.3 Appliation aux systèmes de numérationUn système de numération est un proédé qui permet d'érire les entiers ave un ertain nombre desymboles, appelés hi�res.Presque toutes les ivilisations aniennes ont trouvé des systèmes de numération. Cependant, il étaitsouvent di�ile de faire des opérations ave (rappelez-vous du système romain).Les plus intéressants de e point de vue furent, dans l'ordre hronologique, elui des Babyloniens,des Chinois et des Indiens. C'est d'ailleurs une variante de e dernier que nous utilisons aujourd'hui,transmis par les arabes en Oident à partir d'environ 700, aepté par l'église uniquement vers 1300,sous la pression des marhands, pour qui les aluls étaient primordiaux.Exemples :1. Le système Babyloniens (2000 av JC)Les Babyloniens, environ 2000 ans avant JC, omptaient ave leurs phalanges jusqu'à 60. Pourérire les nombres, ils gravaient des plaques d'argile à l'aide de roseaux. Au départ, ils utilisaientdeux symboles (hi�res) : le lou T pour l'unité et le hevron < pour la dizaine.Pour représenter de grands nombres, ils adoptèrent une numération de position. Par exemple, 75s'érivait : T <TTTTT.Mais leur système ne omportait auun sympbole pour zéro. Il était alors di�ile de distinguer 18de 180 et de 108. Il fallut attendre le V Ie s avant JC pour qu'apparaisse un symbole de positiondu zéro, mais zéro n'avait toujours pas le statu de nombre. Ce système en base 60 a survéujusqu'à aujourd'hui dans notre fa�on de mesurer le temps et les angles. Les babyloniens furententre autres proli�ques en oneption de tables mathématiques (inverse, arrés, ubes, raines ...)grâe à e système. 9



Chapitre 1 Introdution àl'arithmétique2. Le système Égyptien (1800 av JC)La ivilisation égyptienne n'a laissé que peu témoignages mathématiques (le papyrus est unmatériau très fragile). On sait ependant que les égyptiens utilisaient un système de numéra-tion additive ave un symbole partiulier pour haque puissane de 10.
...Les égyptiens savaient failement multiplier un nombre par 2 et ela leur permettait de multiplier� rapidement �deux entiers entre eux.Par exemple pour faire 29 × 37, ils utilisaient le fait que 29 = 16 + 8 + 4 + 1 = 24 + 23 + 22 + 1,ils développaient le produit et ils n'e�etuaient que des additions et multipliations par 2.� Erire 345 puis 1789 en numération égyptienne.� Pourquoi e système est-il quali�é d'additif non positionnel à base 10 ?� E�etuer les multipliations 9 × 5 et 43 × 55.3. Le système binaireLes ordinateurs utilisent le système positionnel binaire, grâe à l'algèbre de Boole (vient deGeorges Boole, XIXe). C'est la partie des mathématiques, de la logique et de l'életroniquequi s'intéresse aux opérations sur les variables logiques. Elle permet de traduit des signaux (toutou rien) en expressions mathématiques en remplaçant haque signal élémentaire par des variableslogiques et leur traitement par des suites d'opérations logiques. L'ordinateur peut avoir deux étatlogiques, pouvant prendre la valeur 0 ou 1.4. Aujourd'hui, nous utilisons un système positionnel en base 10.Travail de l'élève : Math'x : TP 3 p 18Notre système est dit déimal ou en base dix, ar il permet d'érire tous les nombres entiersen utilisant dix hi�res. Chaque nombre est déomposé en une somme de puissanes de 10. Dans lanumération de position, la valeur d'un hi�re varie suivant sa plae, on parle de poids.

x = an.10n + an−1.10
n−1 + · · · + a1.10 + a0Exemple : 7325 = 7 × 1000 + 3 × 100 + 2 × 10 + 5 × 1 = 7 × 103 + 3 × 102 + 2 × 101 + 5 × 100Remarque : Cette numération présente des avantages :� On peut failement ompter ave sur ses doigts.� Son ordre de grandeur est satisfaisant� Les normes internationales sont désormais onstruites sur ette base.Mais elle possède également des inonvénients :� 10 n'a que deux diviseurs� 10 n'est pas premier e qui ne permet pas dérire aisément les nombres à virgule sous forme defration irrédutible� Une puissane de 2 serait aujourd'hui adaptée à l'informatiqueOn peut érire sur e prinipe un nombre en n'importe quel base b ≥ 2. Dans e as, les hi�resutilisés seront tous inférieurs stritement à b. Par exemple, on peut érire :

x = bm.2m + bm−1.2
m−1 + · · · + b1.2 + b0 le nombre x en base 2, ave bi = 0 ou 110



Chapitre 1 Introdution àl'arithmétiqueOn note bmbm−1 . . . b1b0
2 le nombre x en base 2.Pour onvertir un nombre en base b en un nombre déimal, il su�t de multiplier la valeur de haquehi�re par son poids, puis additionner haque résultat.Exemple : 10111

2
= 1 × 24 + 0 × 23 + 1 × 22 + 1 × 21 + 1 × 20 = 16 + 0 + 4 + 2 + 1 = 23Pour onvertir un nombre déimal en base b, on utilise la division eulidienne par b.Exemple : 37. On sait que e nombre peut se déomposer ainsi :

37 = ...a3 × 23 + a2 × 22 + a1 × 21 + a0 × 20 = 2
(

...a3 × 22 + a2 × 21 + a1 × 20
)

+ a0Don si l'on efetue la division eulidienne de 37 par 2, le reste sera a0.Sur le même prinipe, en divisant le quotient obtenu
...a3 × 22 + a2 × 21 + a1 × 20 = 2 × ..a3 × 21 + a2 × 20

)

+ a1par 2, le reste sera a1, et ainsi de suite, jusqu'à e que le quotient soit nul.
37 = 18 × 2 + 1

18 = 9 × 2 + 0 Poser les divsions suessives pour plus de larté
9 = 4 × 2 + 1

4 = 2 × 2 + 0

2 = 1 × 2 + 0

1 = 0 × 2 + 1Ainsi 37 = 100101
2Exemples :1. Érire 234 en base 2. Pour ela, on utilisera la division eulidienne de 234 par 2.2. Érire tous les hi�res de la numération déimale en base 2.3. Quels sont les eniters dé�nis par : 14

9 ? 14
5 ? 14

2 ? 421
6 ?4. Érire 234 en base 5, puis en base 16.Remarque : Le prinipe est le même pour passer d'une base N à une base M . La di�ulté estependant d'e�etuer les divisions eulidiennes en base N . On préfèrera plut�t passer par l'intermédiairede la base 10, ie transformer le nombre de base N en base 10 (ave les poids a�etés à haque hi�re)puis en base M (en e�etuant des divisions eulidiennes suessives du nombre par M .
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Chapitre 1 Introdution àl'arithmétiqueExerie 1.1. Soit n = 2183 dans le système déimal. Déterminer son ériture en base 8.2. Soit lenombre 5241, érit dans une ertaine base.� Peut-il être érit e base 5 ?� Supposons qu'il soit érit en base 6. Donner sa orrespondane en base 10.Exerie 2. Erire l'ensemble de tous les diviseurs dans Z de haun des nombres 20, 28 et 75.Exerie 3. a et b sont des entiers ave b 6= 0.A quelle ondition le nombre a

b
est-il entier ?Exerie 4. Soit un entier a quelonque. Prouver que a(a2 − 1) est un multiple de 6.Exeries du livre Math'x : 9-11 ? 12 - 13 ? 15 - 17 - 18 - 19... p 24 et 89 à 93Exerie 5. Questions lassiques (indépendantes)1. Soit n un entier relatif. En véri�ant que 2n + 1 = 2(n − 3) + 7 trouver l'ensemble des entiers ntelsque (n − 3) divise (2n + 1).2. Soit n un entier naturel. En véri�ant que n2 − n + 3 = (n − 2)(n + 1) + 5 trouver l'ensemble desentiers n telsque (n + 1) divise (n2 − n + 3).3. Déterminer les valeursdel'entier relatifs n pour lesquelles la fration 3n + 8

n + 4
peut se simpli�er sousforme d'un entier relatif.Exerie 6. n ∈ N tel que n ≥ 2 et A = n4 − 1.1. Démontrer que n − 1, n + 1, n2 + 1 sont des diviseurs de A.2. En déduire d'autres diviseurs de A.Exerie 7.1. Trouver tous les diviseurs dans N de 21.2. Trouver tous les ouples (a; b) d'entiers naturels tels que a2 − b2 = 21Exerie 8. Trouver tous les ouples d'entiers naturels (x; y) tels que x2 − 2xy = 15Exerie 9. Soient k un entier naturel, a = 9k + 2 et b = 12k + 1.Prouver que les seuls diviseurs positifs ommuns aux entiers a et b sont 1 et 5.Utiliser la propriété 5 ave des valeurs de u et v bien hoisies.Exerie 10. Soient k un entier naturel, a = 6k + 5 et b = 8k + 3.Prouver que les seuls diviseurs positifs ommuns aux entiers a et b sont 1 et 11.12



Chapitre 1 Introdution àl'arithmétiqueExerie 11. Soient k un entier naturel, a = 3k + 5 et b = 2k + 1.Prouver que les seuls diviseurs positifs ommuns aux entiers a et b sont 1 et 7.Exerie 12. Trouver tous les entiers naturels n tels que n + 8 est un mutiple de n.Exerie 13. Expliquer pourquoi il est impossible de trouver u et v dans Z tels que 6v − 9v = 2.Exerie 14. Déterminer selon les valeurs de l'entier naturel n le reste de la division eulidienne de
n2 + 5n + 9 par n + 2.Exerie 15. Problème de ba1. Démontrer que n2 + 5n + 4 et n2 + 3n + 2 sont divisibles par n + 12. Déterminer l'ensemble des valeurs de n pour lesquelles 3n2 + 15n + 19 est divisible par n + 13. En déduire que pour tout n,3n2 + 15n + 19 n'est pas divisible par n2 + 3n + 2Exerie 16. Soit n ∈ N. Démontrer que quel que soit n,3n2 +5n+1 est impair ; puis que e polyn�men'est jamais divisible par n(n + 1).Exeries du livre 28 - 29 - 30 - 33 - 34 p 23 + 41 - 42 - 43 - 48 - 49 - 50 - 51 p 24
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Chapitre 1 Introdution àl'arithmétique5 Congruene dans ZTravail de l'élève : On numérote les 365 jours de l'année 2009 de 1 à 365 de manière à pouvoir désignerhaque jour de l'année par son numéro. Le 1er janvier 2009 était un jeudi.1. (a) Quelle est la forme générale du numéro d'un jeudi quelonque de l'année ?(b) Parmi les jours de numéros 141, 153, 179, 343, quels sont eux qui tombent un jeudi ?2. Comment peut-on reonnaître qu'un jour dont le numéro est n est tombé un vendredi ? un samedi ?3. Les jours n = 145 et p = 292 tombent-ils un même jours de la semaine ?4. Quel jour de la semaine fut le 14 juillet 2009 ? 1789 ? (Compter le nombre de jours éoulé entrees deux dates)Dé�nition 6. On note n ≥ 2 un entier naturel et a et b deux entiers relatifs.On dit que a et b sont ongrus modulo n et on note a ≡ b [n] si les divisions eulidiennes de a et
b par n ont le même reste.Exemples : 33 ≡ 13 [5] , 29 ≡ −121 [5] et −623 ≡ 17 [10]On note n et n′ deux entiers naturels tels que n ≥ 2 et n′ ≥ 2. On note a, b et c trois entiers relatifs.Remarque : Les nombres ongrus à a modulo n sont tous les nombres de la forme a+ kn ave k ∈ Z.Propriété 12. Si a ≡ b [n] et b ≡ c [n] alors a ≡ c [n]Démonstration :Déoule de la dé�nition.Propriété 13.

a ≡ b [n] ⇐⇒ n|(a − b)Démonstration :
⇒ : Si a ≡ b [n] alors il existe un unique ouple (q, r) d'entiers tel que a = qn + r ave 0 ≤ r < net un unique ouple (q′, r) d'entiers tels que b = q′n + r.Don a − b = qn − q′n = (q − q′)n et n|(a − b)

⇐ : Si n|(a − b) alors il existe k ∈ N tel que a − b = kn.D'après la division eulidienne, il existe un unique ouple (q, r) ave 0 ≤ r < n tel que a = qn+ret un unique ouple (q′, r′) ave 0 ≤ r′ < n tel que b = q′n + r′.Don a − b = (q − q′)n + r − r′ ave −n < r − r′ < n. Comme a − b est un multiple de n on a
r − r′ est un multiple de n.Or r − r′ ∈ N et le seul multiple de n dans ] − n;n[ est 0. Don r = r′ et a ≡ b [n]14



Chapitre 1 Introdution àl'arithmétiquePropriété 14. a ≡ 0 [n] ⇐⇒ n|aDémonstration :Cas partiulier de la propriété préédente ave b = 0Propriété 15. Si n′|n alors a ≡ b [n] ⇒ a ≡ b [n′]Démonstration :Si n′|n alors il existe k ∈ N tel que n = kn′. Alors :
a ≡ b [n] ⇐⇒ il existe p ∈ N tel que a = b + np. Don a = b + n′kp = b + (kp)n′.Or kp ∈ N don a ≡ b [n′]THÉORÈME 3. On note a, a′, b et b′ quatre entiers relatifs quelonques et n ≥ 2 unentier naturel. Si a ≡ a′ [n] et b ≡ b′ [n] alors :

a + b ≡ a′ + b′ [n]

a − b ≡ a′ − b′ [n]

ab ≡ a′b′ [n]

∀k ∈ Z, ka ≡ ka′ [n]

∀p ∈ Nap ≡ a′p [n]

Attention !!. ka ≡ ka′ [n] ; a ≡ a′ [n]Contre-exemple : 16 ≡ 20 [4] mais 8 et 10 ne sont pas ongrus modulo 4Démonstration :Si a ≡ a′ [n] il existe k1 ∈ N tel que a = a′ + k1n Si b ≡ b′ [n] il existe k2 ∈ N tel que b = b′ + k2nDon :
a + b = (a′ + b′) + n(k1 + k2) Don a + b ≡ a′ + b′ [n]

a − b = (a′ − b′) + n(k1 − k2) Don a − b ≡ a′ − b′ [n]

ab = (a′ + k1n)(b′ + k2n) = a′b′ + n(a′k2 + b′k1 + k1k2n) Don ab ≡ a′b′ [n]

∀k ∈ Z, ka = ka′ + nk1 Don ka ≡ ka′ [n]On démontre ette partie par réurrene :Initialisation : On a a1 ≡ a′1 [n]Hérédité : On suppose que la propriété est vraie au rang k, don que ak ≡ a′k [n]Alors ak+1 = ak × a ≡ a′k [n]. Don ak+1 ≡ a′k+1 [n].La propriété est héréditaire et vraie au rang 1. Elle est vraie pour tout p ∈ N∗15



Chapitre 1 Introdution àl'arithmétiqueExeries du livre Transmath : TP 1-2 p 16Exerie 17. Démontrer que 23n − 1 est divisible par 7 pour tout n ∈ N.Exerie 18. Démontrer que 671800 − 1 est divisible par 6.Exerie 19. Le but de et exerie est de aluer lereste de la division par 7 du nombre 2473491. Véri�er que 247 ≡ 2 [7]2. Véri�er que 23k ≡ 1, 23k+1 ≡ 2,23k+2 ≡ 4 [7]3. En déduire le reste de la division de 247349 par 7.
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Les Annexes



ExeriesExerie 1.1. Soit n = 2183 dans le système déimal. Déterminer son ériture en base 8.2. Soit le nombre 5241, érit dans une ertaine base.� Peut-il être érit en base 5 ?� Supposons qu'il soit érit en base 6. Donner sa orrespondane en base 10.Exerie 2. Erire l'ensemble de tous les diviseurs dans Z de haun des nombres 20, 28 et 75.Exerie 3. a et b sont des entiers ave b 6= 0.A quelle ondition le nombre a

b
est-il entier ?Exerie 4. Soit un entier a quelonque. Prouver que a(a2 − 1) est un multiple de 6.Exerie 5. Questions lassiques (indépendantes)1. Soit n un entier relatif. En véri�ant que 2n + 1 = 2(n − 3) + 7 trouver l'ensemble des entiers ntelsque (n − 3) divise (2n + 1).2. Soit n un entier naturel. En véri�ant que n2 − n + 3 = (n − 2)(n + 1) + 5 trouver l'ensemble desentiers n telsque (n + 1) divise (n2 − n + 3).3. Déterminer les valeurs de l'entier relatifs n pour lesquelles la fration 3n + 8

n + 4
peut se simpli�ersous forme d'un entier relatif.Exerie 6. n ∈ N tel que n ≥ 2 et A = n4 − 1.1. Démontrer que n − 1, n + 1, n2 + 1 sont des diviseurs de A.2. En déduire d'autres diviseurs de A.Exerie 7.1. Trouver tous les diviseurs dans N de 21.2. Trouver tous les ouples (a; b) d'entiers naturels tels que a2 − b2 = 21Exerie 8. Trouver tous les ouples d'entiers naturels (x; y) tels que x2 − 2xy = 15Exerie 9. Soient k un entier naturel, a = 9k + 2 et b = 12k + 1.Prouver que les seuls diviseurs positifs ommuns aux entiers a et b sont 1 et 5.Utiliser la propriété 5 ave des valeurs de u et v bien hoisies.Exerie 10. Soient k un entier naturel, a = 6k + 5 et b = 8k + 3.Prouver que les seuls diviseurs positifs ommuns aux entiers a et b sont 1 et 11.



Exerie 11. Soient k un entier naturel, a = 3k + 5 et b = 2k + 1.Prouver que les seuls diviseurs positifs ommuns aux entiers a et b sont 1 et 7.Exerie 12. Trouver tous les entiers naturels n tels que n + 8 est un mutiple de n.Exerie 13. Expliquer pourquoi il est impossible de trouver u et v dans Z tels que 6v − 9v = 2.Exerie 14. Déterminer selon les valeurs de l'entier naturel n le reste de la division eulidienne de
n2 + 5n + 9 par n + 2.Exerie 15. Problème de ba1. Démontrer que n2 + 5n + 4 et n2 + 3n + 2 sont divisibles par n + 12. Déterminer l'ensemble des valeurs de n pour lesquelles 3n2 + 15n + 19 est divisible par n + 13. En déduire que pour tout n,3n2 + 15n + 19 n'est pas divisible par n2 + 3n + 2Exerie 16. Soit n ∈ N. Démontrer que quel que soit n, 3n4+5n+1 est impair ; puis que e polyn�men'est jamais divisible par n(n + 1).Exerie 17. Démontrer que 671800 − 1 est divisible par 6.Exerie 18. Le but de et exerie est de aluler lereste de la division par 7 du nombre 2473491. Véri�er que 247 ≡ 2 [7]2. Véri�er que 23k ≡ 1, 23k+1 ≡ 2,23k+2 ≡ 4 [7]3. En déduire le reste de la division de 247349 par 7.



Exerie de spéialité : Les questions sont indépendantes.1. Pour quelles valeurs de l'entier relatif m la fration 2m − 5

m + 8
est-elle elle-même un entier ?2. k étant un entier relatif, on pose : x = 2k − 1 et y = 9k + 4.Montrer que tout diviseur ommun à x et à y divise 17.3. Déterminer les entiers naturels u et v véri�ant la relation : u2 − 4v2 = 124. n est un entier naturel. Démontrer que quel que soit n, 3n2 + 5n + 1 est impair .En déduire que e nombre n'est jamais divisible par n(n + 1).



Exerie de spéialité : Les questions sont indépendantes.1. Pour quelles valeurs de l'entier relatif m la fration 2m − 5

m + 8
est-elle elle-même un entier ?2. k étant un entier relatif, on pose : x = 2k − 1 et y = 9k + 4.Montrer que tout diviseur ommun à x et à y divise 17.3. Déterminer les entiers naturels u et v véri�ant la relation : u2 − 4v2 = 124. n est un entier naturel. Démontrer que quel que soit n, 3n2 + 5n + 1 est impair .En déduire que e nombre n'est jamais divisible par n(n + 1).Corretion Exerie de spéialité :1. 2m − 5

m + 8
=

2m + 16 − 21

m + 8
= 2 − 21

m + 8
.Don m + 8 doit diviser 21. Les diviseurs de 21 sont 1, 3, 7, et 21 et leurs opposés.Les valeurs de m possibles sont alors :

m = −7, m = −5, m = −1, m = 13 et m = −9, m = −11, m = −15 et m = −292. Soit d un diviseur ommun à x et y. Alors d divise toute ombinaison linéaire de x et y.En partiulier, d divise −9x + 2y = −18k + 9 + 18k + 8 = 17 don d divise 17.3. Les diviseurs naturels de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6 et 12.Or u2 − 4v2 = (u − 2v)(u + 2v) et u et v étant naturels on a u − 2v ≤ u + 2vDon on doit avoir {

u − 2v = 1
u + 2v = 12

ou {

u − 2v = 2
u + 2v = 6

ou {

u − 2v = 3
u + 2v = 4Le seul système ayant des solutions naturelles est le deuxième. On trouve u = 4 et v = 1.4. � Si n est pair, alors il existe p ∈ N tel que n = 2p et

3n2 + 5n + 1 = 3 × 4p2 + 10p + 1 = 2(6p2 + 5p) + 1.Le nombre onsidéré est don impair.� Si n est impair, alors il existe p ∈ N tel que n = 2p + 1 et
3n2 + 5n + 1 = 3(4p2 + 4p + 1) + 10p + 5 + 1 = 12p2 + 12p + 3 + 10p + 6 = 2(6p2 + 11p + 4) + 1.Le nombre onsidéré est don impair.� Or n(n + 1) est toujours pair (ar soit n l'est, soit (n + 1)).Don si n(n + 1) divise 3n2 + 5n + 1, alors 2 divise un nombre impair, e qui est absurde.



Devoir Maison 1Exerie 1. n◦61 p 28 : un = 32n+1 + 2n+21. u0 = 31 + 22 = 7 = 7 × 1,
u1 = 33 + 23 = 27 + 8 = 35 = 7 × 5,
u2 = 35 + 24 = 243 + 16 = 259 = 7 × 37,
u3 = 37 + 25 = 2187 + 32 = 2219 = 7 × 317,
u4 = 39 + 26 = 19683 + 64 = 19747 = 7 × 2821,
u5 = 311 + 27 = 177147 + 128 = 177275 = 7 × 25325,2.

un+1 = 32(n+1)+1 + 2n+1+2

= 32n+3 + 2n+3

= 9 × 32n+1 + 2 × 2n+1

= 7 × 32n+1 + 2 × 32n+1 + 2 × 2n+1

= 7 × 32n+1 + 2un3. � Initialisation : on a déj`a montrer que u0 est divisible par 7.� Hérédité : Supposons qu'il existe k ∈ N tel que uk est divisble par 7, montrons que uk+1 estdivisible par 7.
uk est divisble par 7 don il existe p ∈ N tel que uk = 7p.Or uk+1 = 7 × 32k+1 + 2uk = 7 × 32k+1 + 2 × 7p = 7(32k+1 + 2p).Et 32k+1 + 2p ∈ N. Don uk+1 est divisible par 7.� La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire. Don elle est vraie pour tout n ∈ NExerie 2. n◦75 p 29 :1. Soit d un diviseur ommun à x et y. Alors d divise toute ombinaison linéaire de x et y. Parexemple, x + y = A et 2x + 3y = B. Don d divise A et B.2. {

A = x + y

B = 2x + 3y
⇐⇒

{

x = A − y

B = 2(A − y) + 3y
⇐⇒

{

x = A − y

B = 2A + y
⇐⇒

{

y = B − 2A
x = A − B + 2A

⇐⇒
{

y = B − 2A
x = 3A − BEt tout diviseur ommun à A et B divise toute ombinaison linéaire de A et B, par exemple, x et y.3. On pose x = 2n et y = 3n. Alors 2n + 3n = x + y = A et 2n+1 + 3n+1 = 2x + 3y = B.Alors tout diviseur ommun à A et B divise 2n et 3n. Mais 2n et 3n sont lairement premiersentre eux.Don les diviseurs ommuns de A et B sont forément 1 ou −1 et A et B sont premiers entre eux.



Exerie 3. n◦78 p 29 :1. Si le diviseur est 2, alors le reste est 3 > 2 don la division n'est pas eulidienne.Sinon, on doit avoir 2n − 1 > 3 ⇐⇒ 2n > 4 ⇐⇒ n > 2.2. Si le diviseur est n, alors on doit avoir n > 4 pour que la division soit eulidienne.Sinon, le diviseur est n − 4 et on doit avoir n − 4 > 4 ⇐⇒ n > 8.3. Si le diviseur est 3, alors on a 3 > 1 don la division est eulidienne.Sinon, le diviseur est 3n2 + 2n mais ei vaut 0 quand n = 0, e qui est interdit.Au �nal, on peut dire que seule la dernière est une division eulidienne pour tout n ∈ NExerie 4. n◦28 p 29 :On a {

m = bq + r

m + 5 = b(q + 3) + r − 1
⇐⇒

{

m = bq + r

5 = 3b − 1 (L2 − L1)
⇐⇒

{

b = 2
m = 2q + rDon, on sait que r = 0 ou r = 1 ar 0 ≤ r < b. Mais on a aussi 0 ≤ r − 1 < b. Don r = 1.Alors m = 2q +1 et m+5 = 2q +6, mais es égalités sont équivalentes et l'on a pas d'autres onditionssur m.Finalement, il su�t que m soit impair.


